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　　　　数学史講義（第5回）：
17世紀における記号代数と方程式論
林　知宏
「だが代数なら，本を読んでも簡単にわかるじゃないか」
「その方がもっと楽でしょう．だって私は授業に出ていても，たいして分かりゃしないんですから」
「じゃ，どうしてなんだ？　だいいち，代数なんてきみになんの役にも立たんじゃないか」
「好きなんですよ，こいつが．気のふさぎを紛らせてくれるんでね」．【
1　はじめに
　われわれの数学史講義は第5回目を迎えた。第2回講義では古代ギリシアにおいてユー
クリッド（エウクレイデス）の著作『原論』に示された数学的証明の体系化を見た．また
前回（第4回）は，アルキメデスの求積法を論じた．アルキメデスの数学は古代ギリシア
が生み出した数学の最高峰である．アルキメデスが，様々な制約のもとで残した成果はま
さに驚異的であった，論証の中に含まれるアイデアの豊富さ，巧妙さは数学史上他に類を
見ない．その一方で，われわれはアルキメデスの限界を指摘した．2それは記号法の問題
である．アルキメデスは，適切な記号法を表現手段として持ち合わせなかった．アルキメ
デスのみならず，ユークリッド，アポロニオス，紀元前3世紀までの古代ギリシアの時代
に残された数学的文献では，記号が本質的に内容にかかわることがない．目に見える図形
やその図形的直観に根差した存在論を背景とした幾何学，あるいは数と量の理論が展開さ
れていた．これは現代の記号であふれかえる数学と比較すると，特異さが鮮明である．
　アルキメデスから1800年ほどの歳月が流れる．中世ヨーロッパで支配的であったスコ
ラ哲学の影響から脱却しようとする思潮の中で数学上の記号法が確立する．特に代数と呼
ばれる領域と結合して，方程式論の形成に至る．それに最大の貢献を果たした人物は，ル
ネ・デカルト（Ren6　Descartes，1596－1650）である．彼は「われ思う．ゆえにわれあり」
というよく知られた形而上学上の根本原理の表明を行った．それを基盤に据えて近世哲学
の出発点を形成したことで著名である．われわれにとっては，彼が1637年に刊行した著
作が注目に値する．その著作は序論と三つの試論から成るが，試論の一つ，「幾何学」で
数学上の革新をもたらしたことが特筆される．デカルトが数学に取り組むとき，単に未解
決だった問題を解決することだけが射程にあるのではない．独特な学問的方法論とセット
になっており，数学が一つの具体例を与えることが重要である．その1637年の著作中，
1［Proust　1988］，　p．464，邦訳［プルースト2006］，488f頁．
2［林2010］，26－31頁．
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特に序論部は「方法序説」と呼ばれ，独立して読まれることも多い。そこで展開される議
論は人間思考の有様を根本的に捉え直すのに十分なインパクトがあった．われわれも「方
法序説」に示されている（例えば第2部に見られる）数学の位置づけを確認しながら，試
論「幾何学」で展開される内容との結びつきを論じたい．
　デカルトの「幾何学」は様々な点で現代の数学に通じる要素を含んでいる．デカルトは，
古代から研究されていた図形の学問に方程式の発想を組み入れた．その発想が引金となっ
て数学における問題の立て方自体が変わったと言ってもよい．数学史家マイケル・マホー
ニィは，しばしば「代数的思考様式」と称して17世紀以降に数学者の内面に浸透していっ
た動きを重要視する．3われわれは最後のまとめのところで，この17世紀の生じた変化の
中身を検討する．この論考は，同時にデカルトの母国語フランス語で書かれていた点でも
画期的だった（当時，学問的著作はラテン語で書かれるのが一般的）．後に（1650年代か
ら60年代）スホーテンによりラテン語訳され，より多くの読者を獲得した．4　17世紀半
ば以降，最も大きな影響力を誇った数学的i著作と考えて間違いない．ニュートンもライプ
ニッツもこのラテン語訳を学ぶことを通じて本格的な数学研究をスタートさせた．彼らは
「幾何学」の手法を吸収したうえで，同時に限界がどこにあるのかを見極めた．そして微
分積分学と今日呼ばれる手法の基礎を作り出したのである，今回の数学史講義は，数学が
大きな進展をとげる素地となったデカルトの数学の分析を中心に据える．ただそのデカル
トに至る道も確認したい．まずわれわれは「代数」の定義づけと歴史的背景を必要最小限
の範囲で確認しよう．
2代数とは
　今回のテーマである代数は，数学上の技法であり，研究上の領域を表わす語でもある．
われわれが論じる上では，次のボスによる定義をとりあえず採用する．5
　代数とは，未知量かつ（あるいは）未決定な量に関係し，記号的操作が行われ，方
程式にかかわり，そして数あるいは幾何学的大きさ，またはより抽象的，一般的な
意味での大きさ，いずれかを取り扱う，そうした数学的な理論と実践のことを言う．
この定義に基づく代数は，何も17世紀のヨーロッパで研究が開始されたのではない．も
3［マホーニィ2007］に所収された論文「17世紀における代数的思考法の始原」（同書第4章）は，本稿が参照す
る重要な論考の一つである．
4［Descartes　1659－61］は，東京大学駒場キャンパス内の教養学部図書館で中村幸四郎文庫の所蔵本として閲覧する
ことができる．同書は，デカルトの「幾何学」を単にラテン語訳しただけでなく，デカルトに触発された他の数
学研究者の論考もあわせて所収している．
s［Bos　2001］，p．129．
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ともと「代数」と訳される語，algebraはアラビア語al　－j　abrに由来する．実は，中世（16
世紀以前）のヨーロッパ社会は，数学を積極的に発展させる契機を失っていた．同じ頃，
イスラム世界では数学研究が盛んであった．古代ギリシアの遺産はアラビア語の文化圏で
継承されていたのである．そこで生まれた手法が代数であり，当初から方程式と結びつい
ていた．アル；フワーリズミー（al－Khwarizmi：830頃活躍），アル＝ハイヤーミー（al－
khayyami：1048－ll31），アッ；サマウアル（al－Samaw’al：1i74没），シャラフ・アッ＝ディー
ン・アッ＝トゥースィー（al－Tisi：1150－1215頃）といった人々が残した文献からは想像
する以上に充実した研究成果を読み取ることができる．20世紀の後半の数学史研究がこ
の領域に多大な成果を残したことは記憶にとどめたい．例えば，アル＝フワーリズミーは
『インド人たちの計算の書』という書を著わした．その後，12世紀になりラテン語訳され，
ヨーロッパ世界に伝えられた．計算法を述べるこの書は，「アル；フワーリズミーは語っ
た」（Dixit　Algorizmi）で始まる．そこから，アル＝＝フワーリズミーという名前がラテン
語化され，「アルゴリズム」（Algorithm）の語源となった．13世紀になると，サクロボス
コという名の人物の『一般アルゴリズム』（Algorismus　vulgaris）という著述も現れる．
　「代数」（algebra）の語源となったal－j　abrは，アル＝フワーリズミーの「方程式」論を
述べた著作『ジャブルとムカーバラの書』に示される．そのアル＝フワーリズミーの方程
式論では，未知量xに相当する語は，al－shay（「もの」の意），　al－jidhrまたはal－j　adhr（「根」
の意）と称される．そしてX2は，　al－mal（「財産」の意）という．例えば，次のように方
程式は表現される．
「58ディルハムに等しい，100とマ・・一一ル2個ひくシャイ20個」
（現代的記法で58＝100＋2x2－20x） （1）
このとき，ジャブル，すなわちal－j　abrは，「欠けているものを補って欠陥のないものにす
る」こと，（現代の用語で）負の係数を持った項を移項して，正の係数にすることを意味
する．またムカーバラ，すなわちal－muqabalaは，「向かい合う同種のものを簡単にする」
こと，すなわち同類項整理を意味する．アル＝フワーリズミーは，2次方程式に対して，
六つの「標準形」と具体的解法を示している．6
　他に挙げた人物の貢献については，アル＝ハイヤーミーは3次方程式の分類，解法を示
した．アッ＝サマウアルは，方程式において負係数，負指数の導入をした．さらに「数学
的帰納法」に相当するような証明を試み，無理根の近似計算も行っている．さらにヨーロッ
パでは17世紀になって概念的な変化が生じる，解析と代数の同一視も彼の著作には見ら
れる．アッ＝トゥースィーは，方程式の解の数値近似，3次方程式の解法にも取り組んだ．
9世紀から13，14世紀頃のアラビア語で記された数学文献は，17，18世紀のヨーロッパ
6［伊東他1987］，143ff，　322－331頁．
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で行われる研究を先取りする内容が含まれている．それが明らかになったのが，20世紀
末の数学史研究の大きな成果であった．7
　ただ歴史の流れは，単純に空間と時間とを越えて連結しない．アル＝フワーリズミーら
によるイスラム世界の数学研究からデカルトへは直接はつながらない（それを示す文献的
証拠がない）．12世紀頃から，アラビア語訳されていたギリシアの文献は，数学文献だけ
でなくアリストテレス等の哲学文献も含めてヨーロッパ世界にラテン語訳され再び戻って
くる．その流れの中で代数の内容を含んだ文献も部分的には伝わった．だが受け取ったヨー
ロッパ側では大きな革新的な動きにはつながらなかったようである．むしろユークリッド
やアルキメデスといったギリシアの古典的文献の再認識の方に目がいった感がある．また
古典を受容したうえで，それ以上に新たな問題設定をする担い手が不足していたように見
える．したがって先端の数学研究の場で代数が活用される，それ以前に数学研究が学問の
世界で人々を引き付けるようになるまではかなり長い時間を経過することになる．ようや
く16世紀になってヨーロッパは代数を本格的に発展させる．その担い手の一人がフラン
ソワ・ヴィエト（Frangois　Viさte，1540－1603）である．われわれはデカルトへゆく前に，
過渡的な状況としてヴィエトの数学を見ておきたい．その数学は方法論的な革新性を十分
に備えている．ただデカルトにあって，ヴィエトにないものがある．その点をおさえる必
要もある．では，ヴィエトの代数を見ることにしよう．
3　近世ヨーロッパにおける記号代数と方程式論
3．1　フランソワ・ヴィエトの記号代数と方程式論
3．1．1　ヴィエトの記号代数
　ヴィエトは，フランスのポワティエ大学で法律を学び，法律家として当時の王家に招聰
された人物である．一方で，数学研究も行い，いくつかの著作・論文を残した．なかでも
1591年に刊行された『解析法序説』（ln　artem　analytice〃i　lsagoge）は，方法論的な主張を
明確にしていることで記憶にとどめるべき文献である．例えば，その著作の冒頭には次の
言葉が記されている．
　数学においては真理を探究するための確実な方法があり，プラトンが最初に発見し
たと伝えられる．テオンはそれを解析と呼び，求めることをあたかも認められたかの
ようにして，すでに真であると認められた事柄へと探ることと定義づけている．反対
に総合は，認められたことから求める事柄へと結論づけ，理解することへと進んでい
くこととしている．
　古代人たちは，2種類の解析のみを提示した，すなわち，ゼーテーティケー
7代表的な文献として［ラーシェド2004］を参照のこと．
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（ζητητ‘κヵ）とポリスティケー（πoρ‘στerch）である．テオンの定義づけが特に言及す
るその2種に，私はレーテーティケー（βητητ‘κヵ），あるいはエグゼゲーティケー
（6ξηγητ‘κヵ）と呼ぶ第3のものを加える．ゼーテーティケーの技法は，求める量と与
えられた量との間に成り立つ方程式，または比例関係を設定することである．ポリス
ティケーの技法は，得られた定理が正しいことを方程式や比例関係を通じて確かめる
ことである．エグゼゲーティケーの技法は，与えられた方程式，あるいは比例関係に
含まれる未知量の値を定めることである．よってこれら3種類の解析的技法全体は，
それ自体数学における正しい発見の学（Doctrina　bene　inveniendi　in　Mathematicis）と
定義されることになろう．8
解析という概念は，引用にあるように古代ギリシアにさかのぼる．古代人たちが行ってき
たアナリシス＠6λひσ‘g）について，［林2008］でその一端を紹介した．ユークリッド
『原論』の論証中の大半には表だって出てこないが，一部の問題で現れるその問題が解け
たと仮定し，そこから解法を探究する議論である．証明の論理展開に必要な条件や作図を
事前に明らかにするために必須の作業であり，結論を前提に必要な条件に議論を遡及させ
ることもあった．目の前に図形があり，その図形に即しながら必要な考察を加える，それ
が古典的な解析である．ユークリッド自身，『原論』とは別に「デドメナ』（△∈δoμξレα）と
いう解析技法を記した書物も著わしていた．9その後，紀元後4世紀にアレキサンドリア
で活躍したとされる数学研究者，パッボスの『数学集成』という書物の中により一般的に
理論化された解析について説明や具体的な技法の議論を確認できる．パッボスが解析をゼー
テーティケー（「理論的解析」と称する）とポリスティケー（「問題的解析」と称する）の
2通りに分類したのだった．E°ヴィエトの時代の16世紀には，ギリシア語で記された伝
えられた原典（ユークリッドやパッボス）がラテン語に翻訳され，普及していた，そこに
ヴィエトは方程式論を背景に独自の解釈を加えていることが先の引用からもわかるだろう．
　ヴィエトが第3の解析としてエグゼゲーティケーの技法を強調することが彼の独自性で
ある．まず，ある問題を解決するために未知量と既知量との間に成立する方程式を立てる．
さらに，その方程式を解いた解の適切さを確認する．それらの工程を必らず通過する．た
だその間，方程式を解くためのテクニック，技法を独立して考えることも伴うことになる．
8下線は引用者による．［Viさte　2001］，p．1，英訳［Vl¢te　2006］，p．11f，［Klein　l968］，　p．320f．
9『デドメナ』とは，「与えられたものもの」という意味である。ラテン語によって『ダタ』（Data）とも称され，
後世に伝えられた．そのユークリッドの解析の技法に関しては，［ユークリッド20董0］中の斎藤憲によるrデド
メナ』解説参照，
1°パッボスの技法についての分析は，前注9で言及した［ユークリッド2010］において，『数学集成』中の解析に
関連する箇所が訳出されている．特にその第町巻の一般的言明や第IV巻の具体例，さらにはアルキメデス『球
と円柱について』第2巻における具体例を見ることができる．［ユークリッド2010］，455－471頁．また［マホー
ニィ2007］に所収の論考「ギリシャの幾何学的解析のもうひとつの見方」も，パッボスの理論的解析（theoreti－
cal　anatysis）と問題的解析（problematic　analysis）との違いについて分析を試みている．
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ヴィエトがその技法を強調する理由はそこにある．
　ヴィエトは，方程式による問題解決を可能にするために独自の記号も工夫した．そもそ
も数学に用いる記号としてアルファベットを使用することを提唱したのは彼である．方程
式（Dのように，中世アラビア世界では方程式に相当するものを立てる際，「もの」とか，
「財産」といった語が用いられていたことに注意しよう．現代のわれわれにとって，数学
記号としてアルファベットを利用することはごく当たり前のことになっているが，これは
16世紀終わりになって行われ始めたということを明記したい．ヴィエトの記号法は具体
的に次のようなものである，lt方程式において，
未知量→アルファベットの母音（A，E，1，0，　U，　y）を用いる，
既知量→アルファベットの子音（B，G，　D，．．．）を用いる，
という約束にする．そしてヴィエト以前に定着していた記法も取り入れ，
未知量の2乗，3乗（x2，　x3）→Aguadratum，　A　cubus，
既知量の2乗，3乗（b2，　b3）→B　planus，　B　solidus，
と表す（図1参照）．さらに積（bx）は，　A　in・Bのように前置詞を組み合わせて表現する．
こうした流儀により，ある3次方程式は，
Acubus＋B　plano　3　in・A，　aequari　Z　solido　2（現代的記法でx’＋3ゲκ＝2c3） （2）
と記号と言葉を混ぜて書き表わされる．ヴィエトの記法は一定の新しさを備えているが，
累乗表現は，図形的なイメージも伴っている（例えば，3乗に対して「立体」を指す語が
記号として用いられる），直観に訴えるやり方である．だが，当然3次元超える累乗に対
して適切に表すことができない．したがって，例えば未知量の4乗（κ4）は，Aquadrato－
quadratu〃1のように「2乗したものに2乗」すると書くしかなくなってしまい，煩雑さは
否めない．ただ旧来のものに比べて一般的な推論を可能にする記法ではあった．ヴィエト
は自己の方法に確信を持っている．『解析法序説』の末尾では，
　結局，ゼーテーティケー，ポリスティケー，エグゼゲーティケーという三つの形を
要は持つことになった解析的技法は，諸問題の中でも尊い問題を自らに正当に付与す
る．つまり，あらゆる問題を解くこと（Nullum　non　ploblema　solvere）である．12
と高らかに述べる．この書が，ときに「近世数学のマニフェスト」などと呼ばれる所以で
ある．
Li mViさte　2001〕，pp．8f，英訳［Vi合te　2006〕，pp．23ff，［Klein　1968〕，pp．339£
12Pbid．，p．12，英訳［Vi6te　2006］，p．32，［Klein　1968］，p．352．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　図1　ヴィエト『解析法序説』より
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3．L2　ヴィエトの方程式解法
　ヴィエトにとって先の引用（注8）で見たように，方程式を解く作業（エグゼゲーティ
ケー）が重要となる．具体的なヴィエトの方程式解法の例として，『解析法序説』と同じ
1591年に刊行された「方程式の考察と改良に関する2論文」（De　aequationum　recognitione
et　emendatione，　tractatUs　duo）中の3次方程式解法を見ることにしよう．二つの論文のうち
第2論文の第7章で，「立方方程式は，立方根を用いてどのように平方方程式に下げられ
るか」という表題の下，3次方程式（2）が考えられている．先に述べたようにヴィエトの
記法は，われわれにとって少し煩雑に見える，そこで議論の流れを了解しやすくするため
に表1のあるように，ヴィエトのテキストにより忠実に表した流れと現代的記号法による
表記とを対比させる．問題解法にあたって必要なアイデアは，（ti）の補助方程式の導入で
ある．これを通じて，3次方程式が（v）の段階のように2次方程式に帰着するのである．
　さらに加えて，ヴィエトは同じ方程式（2）において，（vi）でc3の前の符号一と＋を入
れ替えることで，　（ゲ）3＋（C3）2＋C3＝g3とする．このとき議論を（V）から（頭）へと進めて，
ず一わ2＿
　　　－x
　9
となる．先に得た（vi）とあわせて，　bを消去する．その結果「一方で，より小さいのがd
で，より大きいのがgで，その差が求めるAである」となる．つまり，方程式（2）の解は，
X・・ X－d＝3（ゲ）3＋（C3）2＋C3－3（ゲ）3＋（C3）LC3
と結論づけている．　’3
　以上の例に見ることができる発想をもとに，17世紀には「解析＝：方程式による解法」
という図式が定着していく．つまり，すべてが方程式を介する（方程式を立て，方程式を
解き，得られた解の適切さを確かめる）方法論として確立するのである．古代ギリシアの
数学の遺産が非常に豊かであることを思うと，ヴィエトが『解析法序説』末尾で述べてい
た宣言は極論とも言えるかもしれない．だがヴィエトは方程式を介在させる自らの技法を
「数学における正しい発見の学」と称していた．確かにアルキメデスの求積法に見たよう
な，図形に対する鋭い洞察を含んだある種の名人芸的な発想の展開とは異なる．アルキメ
デスの『球と円柱について』第1巻の体積計算などは，3次元の立体の計算を1次元の線
分の長さを求めることに帰着させるものだった．14ヴィエトは問題を方程式を解く作業に
帰着させる．そして個別に方程式を解くためのテクニックを開発する．この点において新
たなアイデアが必要とされることは確かである．実際，表1の伍）から（v）の段階のよう
に方程式を解いてその根を求めるために，高次の方程式をより低次のものに帰着させると
13 mVi6te　2001］，p．149f，英訳［V量6te　2006］，p．286ff，［中村1980］，38f頁．
14 m林2010］，17－24頁．
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表1　ヴィエトの方程式解法
ヴィエトの表記法による解法の流れ 現代的記法による表示
（i） オoめ〃∫＋βρ1αη03∫〃，αθg即7’Z301’402が与えられるとせよ κ3十3旗篇2c3
（u） Eg襯d十海ηEが，βp1αηoに等しいとせよ ノ十亙y＝わz
侮） ・たがって，β蜘w磁は，・であ・
虹
　
　
　
＝
x
　
ア
（iv） それゆえ，
@8　1αη0　10η0　10ηπ切　　E　〃αd加β　’oη0　1αηπ溺3
わ6－3わ4ア2＋3ろヲーy6
　　　　Eoめo　　　　　　　　　　　Eo〃ろo
@　Eg襯d　〃αお刀8」αημ〃23－Eoめoo〃δ〇　十　　　　　　　　　　Eo〃わ〇
{β1α〃°伽”加3－B1・・襯’・E鰯3
@　　　　　　　　　　E
ﾍ，Z501’如2に等しくなるだろう
　　　　　　　　　3δL3の2
@　　　　　　　十@　　ノ　　　　　　　　　y＝2c3
（v） あらゆる項にEcめμ〃7をかけて，同類項整理（concinnatum）によっ
ﾄEcπ演g即d＋Z301’6b2’ηE側伽〃は，8ρ1αηξc〃加に等しくな
驍ｾろう
（ノ）’＋2cソ＝（ゲ）3
（vi）
βρ1αηoρ1αηoρ1αη’＋Z30”ぬ∫01∫ぬ一Z301∫ぬをDcめoに等しい
ﾆせよ
（b2）’＋（の2－～＝♂
（粗）
βρ1α鰍醒一Dg殿dは，求める浸となる わLゴ2
D 　　；κS
いう，数学上の新たな工夫をしなければならない．だが，こちらの方が取り組みやすさを
持っていると，少なくともヴィエトは感じていただろう．またヴィエトの著作の読者も同
様に感じたことが，広く普及する原因になったのであろう．ただ，表1の左右を比較すれ
ば，方法の巧妙さに対して記号法の洗練度が落ちることは一目瞭然である．表1の右側の
表記法は，現代のものであるが，これはデカルトに始まるものである．デカルトの記号法
が定着した今となっては，他に代え難いという印象を持ってしまう．だがヴィエトが数学
に一つの変化をもたらしたことは確かである．結果として過渡的な段階と見えても，技法
の面ではかなりの成果をもたらしていたと考えられるだろう．
3．2　ルネ・デカルトの記号代数と方程式論
3．2．1　デカルト1637年の著作「方法序説」
　ルネ・デカルトは哲学史上もっとも有名な人物の一人である．彼が1637年に刊行した
著作は，近代的な思想の原点として言及されることが多い．まさに現代にまで通じる学問
の基本姿勢を表したものとして影響力を誇ってきた。この著作の原題は，『理性を正しく
導き，諸科学の中で真理の探究をするための方法論加えてその方法の試論である屈折光
学，気象学，幾何学』（Discours　de　10　m6thode　pour　bien　conduire　sa　raison，　et　chercher　la
v67’諺∂bns　les　seiences。　Plus　La　D’（～pt吻ue，　Les　1し姥’60紹5，　et五a　Gtiom舵trie，　gui　sont　des　essais
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de　（’ette　n7tithode）である．s～
　デカルトの、1説は，実に多くの研究者たちに
よって分析の対象とされてきた．そのすべてを
ここで要約することは不rl∫能である．16われわ
れは，次項でデカルトの記レナ代数と方程式論に
ついて「幾何学」中の記述を分析する．その関
連において，序論部に提唱されている議i論に耳
を傾けることにする．この著作のタイトルが示
すようにt「幾何学」は他の試論同様，デカル
トH指す学問的ノ∫法論の一実践例である．「幾
何学」理解のためにも「方法序説」に記された
数学への1汲は見逃せない．その点に限定にし
て「ノ∫法序説」を見ていきたい．実際，多くの
哲学研究者たちの視線は，必ずしもわれわれの
ものとは屯ならない．数学史の、ン1場からのデカ
ルト分析であることをあらかじめお断りする．
　「方法序説」は，第1部から第6部に分かれ
ている．前’トの第1部から第3部まではデカル
トの学習や思索の軌囲勇1が描かれ，彼が独自の方
　　　DISCOてフ鼠S
DE　LA　METHODE
　Pou【bien　condu三re　fa　raifbn，＆：chercher
　　　la　vcr辻6　dans1¢s｛ヒ1¢nc¢s，
　　　　　P【u＄
　LA　DIOPTRIQVE。
　　LESMETEORES．
　　　　　　Eτ
　　LAGEOM£TRIE．
　飽ψ〃ζ伽卿幡‘tte　METHOD　th
　　　　ハ　しヨY　t
De　rImprimerie　de　1州MAIRE・
　　ごIコ　ヱJc　xxメサユロロ
　　　ノ鰐¢？腐’／tge・
図2　デカルト1637年の著作の表紙
法論に達するプロセスが示されている．第2部で表明されるその方法は第一．・から第四まで
に標語化される．すなわち，第一は「明晰かつ判明に現れるもの以外を判断に取り入れな
いこと」，第：は「問題を必要なだけ小部分に分割すること」，第三は「単純なのものから
複雑なものへと順序にしたがって導くこと」，そして最後は「完全な枚挙と全般的な見直
しをすること」である．ごく当たり前のことが述べられているように感じるだろうか．も
しそうであるとするならば，すでにデカルトの思想圏内にいる証拠である．なぜならこう
した方法論を鮮明にすることは，デカルト以前に行われていなかったからである．まさに
「近代的思考の祖」と称される理山がここにある．第3部は，第一格率から第四格率の形
でデカルトが自分白身に課した道徳律の表明が行われる．そして1620年から28年ころま
で目11澗を渡り歩く以外のことは何もせず，そこで演じられる芝居の役者よりも観客にな
ろうとした」9年間を過ごしたこと，そして「方法序説」執筆からさかのぼる8年前にオ
ランダへ移り住んだことが述べられる．17後半は第4部で有名な第一原理「私は考える，ゆ
Es
}2は．［Descartcs　1996］、、・1．p．XIIIから取った，タイトルのフランス語の表記は現代風に改めた．
lf’
c大な2次文献があるが，本稿執筆のために参照した［Rodis－Lewis　1971」．［Vuillemin　l987」，［Gaukroger　1995］，
［Beyssadc　2001］，［小林1995］，レ1・林2〔｝06］，［lf｝）111995］を挙げるにとどめる，
v［Dcscartcg．1996」、　W．pp．18f．28－31，郎訳［デカルト2010］．37　f．51ff頁．デカルトの文献に関してllB訳からの引
用を行う場合には，訳文を引用者の判断で変吏することがある．
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えに私は存在する」（Je　pence，　donc　je　suis）の表明が行われる．18第5部では血液循環説と
いう同時代の自然学への関心が述べられ，さらに第6部では自著『世界論』の刊行が中止
に至った経緯が述べられる．方法論の獲得と結びつけられて数学が言及されるのは主とし
て前半までである．したがって必要な範囲で，数学が彼の学問的方法論に対して果たして
いる役割を押さよう。
　デカルトは第1部で若き日に学んだ諸学問のうち，数学に関して「極めて巧妙な創意工
夫があり，好事家を満足させるにも，あらゆる技術を容易にして人間の労力を軽減するに
も役立つ」という印象を語っている．19ここで「あらゆる技術」（tous　les飢s）は，「思考
の技法」をも含んでいると理解可能だろう。そしてさらに，
私はとりわけ数学が，その推論の確実さと明証さとのゆえに気に入っていた．しか
し，数学の本当の使いみちにはまだ気づいていなかった．そして数学が機械技術にし
か役立っていないことを考えて，その基礎がたいへんしっかりしていて堅いにもかか
わらず，その上にもっと高いものが何も建てられなかったことに驚いた．
と述べている．2°デカルトにとって，数学は彼の学問論における重要な価値基準である確
実性，明証性をすでに備えている，その点で高く評価する．だが数学が備えている学問上
のポテンシャルは十分に具体化していないとデカルトは考える．さらに新たに作り上げる
余地があるはずとみなしているのである．数学を評価するがゆえ，なお改良の可能性を示
唆する言明は，第2部でより鮮明になる．
　まだ若かったころ，私は哲学の部門のうちでは論理学を，数学のうちでは幾何学者
の解析と代数とを少しばかり勉強した．これらの三つの技術あるいは学問は，私の計
画に何か貢献するにちがいないと思われたからである．〔中略〕古代人の解析と現代
人の代数については，それらはきわめて抽象的で何の役にも立たないと思われる主題
にのみ適用されている．だが，そればかりでなく，解析はいつも図形の考察に縛られ
ているので，想像力をひどく疲れさせることなしに知性をはたらかせることができな
い．代数においては，人はある規則や記号にとらわれているので，それは精神を開発
する学問ではなく，精神を混乱させる曖昧な術になってしまっている．以上のことが
原因となって私は，この三者の長所を備え，かつ短所を免れた何かほかの方法を探究
しなければならない，と考えた．21
iS
撃b奄пD，p．32，邦訳，56頁．
］9
Pbid．，p．6，邦訳，23頁．
t°
ｺ線部は引用者による．Ibid．，　p．7，邦訳，25頁．
2’
撃b奄пD，　pp．17f，邦訳，36f頁．
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この引用中に現れる「古代人の解析」，「現代人の代数」に関する批評は数学史の観点にお
いて，非常に興味深い．前項3．1．1で見たように，ヴィエトの著作の中にすでに解析概念
の改変が含まれていた．デカルトもヴィエト同様，再興された古典を読解し，あわせて
17世紀に進んだ記号代数と方程式論を学んだ．そこで得た知識をもとに引用の通りに語っ
ているのである．デカルトの指摘の中では，古典的な解析の手法を「図形の考察に縛られ
ている」点が問題ありとしていることが重要である。したがって古代から豊富に蓄積され
たノウ・ハウとは異なる方向性，すなわち個々の図形に特化したアイデアよりもより一般
性を備えた技法への転換を目指そうと表明しているように理解できるわけである．
　一方，デカルトは第1部で「ヨーロッパで最も有名な学校の一つ」で学んだと述べてい
た．22彼が学んだ代数は，イエズス会士であり，数学研究者だったクラヴィウスの『代数
学』（Algebra）に記された内容であったと推定されている，23その代数学は，一定のレベ
ルの記号法とそれをもとに展開される方程式論である．ここで指摘される「現代人の代数」
が指す内容が何であるか，ヴィエトの数学はその一つに含まれると考えたいが正確に特定
することには一定の留保が必要である．前項で見たヴィエトの数学は，デカルト以前では
最高峰のものであった．ただデカルトがヴィエトをどのように吸収したかデカルト自身の
言及がないためによくわからない．したがってデカルトの指摘が何を想定しているか明確
ではない．しかしそのデカルトとヴィエトとの関係が不明であったとしても，仮にヴィエト
の代数，あるいは方程式論に対して「規則やある記号にとらわれている」ので，「精神を混
乱させる複雑で曖昧な術になってしまっている」という批判するならば，それは当てはま
る．特に図形の次元から離れることができないために煩雑になってしまっていることは確
かである．ヴィエトに代表される先行研究が一般的に陥っていた傾向と考えてよいだろう．
　「方法序説」第2部の数学に関わるコメントはさらに続く．当時，数学の名のもとに考
えられていた個別の分野，すなわち算術，幾何，天文，音楽，光学，機械学などを通じて
ある共通の要素があることが指摘されていた．それに関連する「方法序説」第2部のコメ
ントは以下のとおりである．
　これまで諸学問において真理を探究してきたすべての人たちのうちで，何らかの証
明つまり何らかの確実で明証的な論拠を見いだし得たのは，ただ数学者だけだったこ
とを考えて，彼らが吟味したのと同じものから始めることを私は決して疑わなかった．
〔中略〕しかし，だからといって，私は一般に数学と呼ばれている個々の諸学問のす
べてを学ぼうとしたわけではなかった．そして，それらの学問の対象は異なっていて
22
Pbid．，　p5，邦訳，22頁．デカルトの学んだ学校は，1604年国王アンリ4世によって創設され，イエズス会によっ
て運営されたラ・フレーシュ学院であると推定されている．［小林2006］，19ff頁．
23
fカルトが学生としてどのような数学的文献に親しんでいたのか。またどういった思考過程を経て，注20，注
21で示した引用のような見解を抱くに至ったか．それらは興味深い問題である．だがここでは深入りしない．
［佐々木2003］第1部第1章，第2章を参照のこと．
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も，対象間に見いだされる様々な関係つまり比例のみを考察するという点で，それら
の学問はみな一致していることを見て，こう考えた．ただこの比例のみを一般的に吟
味した方がよいこと．その際，そうした比例の認識を最も容易にしてくれるのに役立
つ対象においてのみ，その比例を想定すること．〔中略〕さらに，この比例を認識す
るために，あるときはそれをここに考察する必要があり，またあるときはそれを記憶
にとどめ，それらの多くを一度に理解しておく必要があることに気づいて，私はこう
も考えた．比例を個別的によりよく考察するためには，それらを線において想定する
べきであること．なぜなら，線以上に単純で，私の記憶や感覚に対して判明に表象さ
れるものはないからである．だが，それらの比例を記憶にとどめ，多くを一度に理解
するためには，それらをできるだけ短い記号で説明する必要があること．そして，こ
ういう仕方で，幾何学的解析と代数とのあらゆる長所を借り，一方の短所をすべて他
方によって正すだろう，と私は考えた．24
以上の引用中，
ア）比例の考察，イ）比例の考察のために線分を利用，
ウ）比例を表現するための簡潔な記号の利用，
がデカルトの数学の基本として想定されていることがわかるだろう．この数学の個別領域
における共通要素の抽出と，それをもとに数学全体を構成し直すというアイデアは普遍数
学（mathesis　universalis）概念と呼ばれ，17世紀前半に数学研究者たちに共有されていた，
デカルトは1620年代終わりに記された論考「精神指導の規則」の中で，すでにこのこと
について語っている．25彼が1637年の「方法序説」と「幾何学」に先立つ7，8年前には
24ｺ線は引用者による．［Descartes　1996］，　VI，pp．19£邦訳［デカルト2010］，39f頁．
z5 u精神指導の規則」は未完の論考で，デカルトの死後1701年になって初めて原文が刊行された．全体で21の
規則が掲げられているが，19番目から21番目までは単に標語のみで説明は与えられていない．その第4規則
は「事物の真理を探究するには方法が必要である」と述べられている。そこでデカルトは，われわれが分析し
ている「方法序説」中の数学に関する内容分析をより綿密に展開している．デカルトは，1）あらゆる人が数学
という名によって一体何を正確に理解しているのか，2）算術幾何等々の諸分野がなぜ数学の部分であると言
われているのか．この2点を探究したと表明している．そして次のように述べている（［Descartes　1996］，　X，pp，
377f，邦訳［デカルト1974］，30頁．ただし〔〕内は引用者の補足）．
ほとんど誰でも，少しでも学問をしたことがある人ならば，どれが数学に属し，何が他の学問に属するか
をかろうじて区別するのである．そしてこの点をさらに注意深く考察することで，人はついに次のことに
気づくであろう．すなわち，順序（ordo）あるいは計量（mensura）が吟味されるようなすべての事柄それ
のみが数学に関係する．そしてそうした計量が，数において，あるいは図形において，あるいは星や音に
おいて，また他のどの対象において求められるかは問題ではないということである，したがって特別な質
料に帰されることのない順序と計量について求め得るあらゆることを説明するある一般的な学問がなけれ
ばならない．そしてそれは外来の名前〔代数〕をもってではなく，それどころかすでに根づいている慣行
として受け入れられている名によって，普遍数学と呼ばれるべきである．というのもその他の学が数学の
部分と呼ばれることに関して，すべてがその普遍数学に含まれているからである．
24
この普遍数学の発想から数学を眺めていたことが文献上確認される．26
　「幾何学」という論考では，比例関係を表現するために，一元的に線分表示が行われる．
その姿勢は徹底している．また量を表現する記号はより洗練された簡潔なものに整備され
るだろう．その上で，解析的方法として図形の問題を方程式によって解決することが図ら
れる．ただし古典的解析のように個別の図形を前に解決法を探るのではなく，また当時の
代数学のように洗練度の低い記号によって方程式を立てるのでもない．まず（1次元の）
線分によって図形の中に現れる量を表示し，次元の制約を撤廃する．その上で適切な記号
表現を与えて方程式による表示を行う．そして方程式を解くことで，問題を解決するとい
う内容になるだろう．その結果，手法がシステマティックに整えられ，個別の直線や曲線
への対処というよりも一般性を備えた技法へと昇華する可能性を得る．この1637年の著
作に付された試論の一つが「幾何学」というタイトルでありながら，ユークリッド『原論』
（特にその第1巻から第6巻まで）に代表される内容と，一見して趣きを異にしているこ
とはこうした記述と対応しているのである．われわれは「幾何学」という論考の背景とな
る発想を確認したので，いよいよ「幾何学」そのものの分析に移ろう．
3．2．2　「幾何学」第1巻：デカルトの記号法と方程式の解の線分表示
　本項では，デカルトが「方法序説」で述べていたことが，数学上どのような果実を得た
のか．その実相を明らかにすることを意識しつつ，「幾何学」の内容を，第1巻，第3巻
の方程式論を中心に見ることにする．
　「幾何学」第1巻の冒頭で，デカルト流の記号法が説明される．現代に至るまで利用さ
れる基本的な表記（例えば，a3のように文字の右肩に数字を書いて累乗を表すこと）が提
示される．現在，われわれがごく自然に利用している表現法の起源がここにある．次にあ
る量が線分の長さとして与えられたときに，四則
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E演算（＋，一，×，÷）の結果ならびに平方根の量
を，すべて定規，コンパスを用いて作図された線
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　C
分によって示す。いま図3でAB＝1とその延長
上にADを与える．また別の線分BCを与える．
いまACとDEが平行になるように作図すると
（EはBCの延長上の点），積BD×BCは線分BE　’　　　　D　　　A　　　　　　B
の長さとして表示される（1：BD＝＝BC：BEより）．　　　図3二つの量の積を線分表示
この普遍数学という発想が，デカルトの創意ではないことは引用からもわかる．実際，デカルトに先立つ16世
紀後半からの普遍数学概念については，［Bockstaele　2009］参照．またこのデカルトの未完の論考を筆写し，普
遍数学からさらに広範な普遍学（scientia　universalis，あるいはscientia　generalis）へと発展させようとしたのが
ライプニッツである．ライプニッッの普遍数学，普遍学構想については［林2003］，第4章「統合学問の基礎と
しての普遍数学」参照．
ヱ‘
ﾀ質的に先の引用（注24）で示された言明は，「精神指導の規則」第14規則から第18規則により詳細に論じ
られている．［Descartes　l　996］，　X，PP．438－468，邦訳［デカルト1974］，103－140頁．
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積BD×BCは，2辺がBD，　BCの長方形という　　　　　r
描像から離れ，同じ線分の長さとして表される．
このような「視覚化」をデカルトは重要と考え
る．また図4でGH（＝＝a）の平方根を考える．
その際，単位線分FG（＝1）を加えて，線分FH
を作る．そしてFHの中鰍を中心とする円FG　K　　H
　　　a十1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図4　平方根の線分表示　　　　　）を描き，Gから垂線を立て，円（半径
　　　　2
周との交点を1とする。GK＝Fκ一FG＝a＋1－1＝a｝1だが，このとき1G　＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　2
（a十1　2）2－（9－［！i’）2一侃なり，その長さはGHの平方根を表す・デカルト以前に
発展してきた代数学は，量の次元を重視してきた．ヴィエトは，方程式中の未知量の3乗
を表現するのにE・cubus，既知量の3乗ならば，　B・solidusのように，母音（未知量を表す）
または子音（既知量を表す）を用いて，それに（未知量に対して）「立方体」，または（既
知量に対して）「立体」という直接図形を示唆する表記を行っていた．したがって4次以
上については，例えば6次の場合はE　cubo　cubusのように「立方体一立方体」と同じ表
記を繰り返すしかなかった．デカルトは量の次元の制約を煩わしいと考えていたようであ
る．「方法序説」第2部で，彼以前の記号代数が，記号にとらわれることで精神を混乱さ
せる術になっていると指摘していたことを思い出そう．彼は方程式を立てるにあたって，
a，b，　c等，アルファベットの最初の文字によって既知量を表し，　x，　y，　zなど末尾の文字に
よって未知量を表すことにする（これも現代に受け継がれ慣習となっている）．そして先
の累乗表記を統一的に両者に対して用いる．同時に，いま見た積や平方根の計算のように
すべての量を1次元の線分の長さとして表すことによって，量の次元が記号表現に影響す
る煩雑さから解放したのである．27これによって図形的描象を切り離して，4次以上につ
いても簡潔な表現と線分表示を与えることが可能になる．
　以上の表現法をもとにデカルトは「幾何学」第1巻で，2次方程式の実根を線分によっ
て示す方法を提示する．28いまここでデカルトが提示する2次方程式は，以下の（3），（4）
である．ただしzは未知量を表し，a，　bは既知量である．
ノ＝az十ゲ
～＝az　一　b2
）
）3
4
（
（
27 mDescartes　l　996］，　VI，369－374，邦訳［デカルト2001］，3－6頁，
zaﾈ下において特に記さない限り，デカルトの表記を便宜のため変更する場合もある（等号，累乗，立方根など），
デカルトにとって独自の記号法をくずしてしまうと，彼の主張を損ないかねない．その一方で，現代の慣用と
異なる記号について，その都度説明を繰り返すのは冗長であろう．そこでデカルトの記号上の工夫の趣旨を損
なわない範囲で改変を行う．
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図・で・一・N－－
奄戟E，　・M－bの直角三角形
NLMを考える。そして中心N，　NLを半径
とする円LPOを描く．するとOM＝ON
（　　1－－Ta　2）＋NM（一（÷・）2＋のが求め
る根を表示する線分となる．こうして方程
式（3）に対する実根（の一つ）z＝⊥a
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　　4
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図5　2次方程式の実根の線分表示1
　　　　　　　　　　一a2＋b2も根となる．また図6において　　　　　　　　　’
も，LIV＝－r　a，　LM＝・bとする．　LNとLMは直交し，かつL2＞と
　　　　　　　　　　　　　　そして中心N，半径NLの円を
描いたときに，M＠Rとの交点をg，Rとする．このときM2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N
ナ・一証ゲ認一去・＋ta2－b・　ab・’求める根の線分表
示である．よって方程式（4）の二つの実根、＝⊥a±　⊥a2－b2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　4
が表示される・ただしこの場合は・図から明らかなように図6　　L　　　　　　M
のNを中心とする円が直線MgRに交わること（円の半径／＞L＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　図6　2次方程式の実根
LM，すなわち去a＞b）が前提となって・・る・これは，ち・うど　の線分表示1
平方根内が正の値になり，2次方程式が実根を持つことに対応している．29このように2
次方程式について，作図が不可能な場合は自動的に根の線分表示が回避される．実根を定
規とコンパスを用いて作図するという観点からすると対象にならないからである．つまり，
2次方程式に対して虚根は想定されずに済まされてしまう．これが「幾何学」第3巻で扱
われる3次方程式の場合になると，事情は異なってくる．実根を得るために虚根を扱わざ
るを得なくなる，その時点でデカルトの方程式論は，作図による根の線分表示と違った可
能性をはらんでくるのである．
3．2．3　「幾何学」第3巻：3次方程式の解とデカルトの意図
　「幾何学」第1巻でデカルトは，与えられた方程式が2次方程式に帰着される問題を
「平面的」と称していた．その場合，円と直線によって解を線分表示できるという意味か
29 mDescartes　1996］，　VI，p．374ff，邦訳［デカルト2001］，6ff頁．
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らである．第3巻ではその平面的な問題とは異なり，方程式が3次方程式にしか帰着でき
ない場合も扱われる（「立体的」な問題とされる）．第3巻前半の議論は，方程式に関する
一般的な性質の提示，計算技法の紹介である．それらを列挙すると次のようになる．
　
　
　
　
　
　
　
1
2
3
4
5
6
7
方程式の根の個数が未知量の次元に等しいこと（「代数学の基本定理」と同等の言明）
「真根」（racine　vraie＝正の量の根）と「偽根」（racine　fasse＝負の量の根）
方程式が何個の真根を持つか（「デカルトの符号法則」）
真根と偽根とを互いに変換する方法
方程式の第2項（2番目に次数の高い項）を除く方法
方程式の未知量の係数をすべて整数に変換する方法
虚根について
2）に関して負の根に「偽根」という名称を与えている点が興味深い，われわれのように整
数全体を数の集合として認識することが前提とされるならば，方程式の根を正負の違いに
よって区分けする必要はない，当時（17世紀）において，体系的な数の構成は理論化さ
れていない．むしろ数の概念は量的な把握をもとにしている．そこでこの「負の」量をど
う認識するかについて研究者たちは悩んだようである．また第3巻全体の流れからすると
つけ足しにすぎないが，3）が興味深い．方程式の各項の係数を見て，その正負の符号が変
化する回数によって真根の個数を判断するものである．例えば，4次方程式
x‘　一　4x3－19x2十106x－120＝0 （5）
という例をデカルトは提示する．この方程式（5）の場合，係数は左から順に＋，一，一，＋，一
で符号の変化（＋→一，あるいは一→＋）が生じた回数は3回，同符号が並んだ回数は
1回である．この回数に応じて真根の個数は3個，偽根の個数は1個と判断するのである
（実際，上記の方程式の根は，2，3，4，－5）．ただし証明は与えられていない．4）について
は，3）の法則にしたがい，先の方程式（5）で2番目と4番目の項について係数の正負を逆
転させる．すると順に＋，＋，一，一，一となるので，真根と偽根の個数がそれぞれ1個と
3個になる。3°）
　6）は計算上の技法である．方程式，
　　　　　　　　　　　　　x・　一・VliTx2＋｛》－27転・
に対して・－G・と変換し，両辺を…fiii一倍して方程式をノ苛＋誓・一号一・と変形す
る．さらにz・＝　3yとし，両辺を27倍して係数をすべて整数にすると与えられた方程式は，
z3－9z2十26z－24＝0
s°
撃a@id．，　p．444－“7，邦訳，52ff頁．
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となる．
　7）に関して，方程式の根の種類として，虚根（racine　imaginaire）の名称を与えたこと
もデカルトの発案とされる．数学史における重要事として記憶すべきである．第1巻で2
次方程式の根を線分表示する際，図6において，円と直線との交点が存在しない場合と虚
根とは結びつけられていなかった．作図が不可能（円の半径の大きさに応じて曲線と直線
が交点を持たない）場合は，方程式の解は線分表示できず，したがって対象外とされた．
デカルトは，なお図形の像に縛られているともいえる．だが，この第3巻でデカルトは次
のように述べている．
真根も偽根もつねに実であるとは限らず，時には単に虚となる。すなわち各方程式に
は私が言っただけの〔根の〕個数をつねに想像できるのだが，想像される根に対応す
る量がまったく存在しないことがある．3且
例として，3次方程式x3　一　6x2＋13x－10＝Oが掲げられている。この方程式は先の1）によ
り，3個の根を持つことが予想されるが，実根は2の一つだけであると指摘されている．
2次方程式（3），（4）の場合のように線分表示を伴わず判断が下っている．これは一つの新
たな発想である．すなわち，先の方程式に関する一般的性質D（17世紀前半には数学研
究者の中で了解されていた）を前提に，線分表示不能の解の存在を認めていることになる．
しかしデカルトがこの「幾何学」第3巻で行う議論は，「対応する量のない」根について
十分には深まらない．以下で述べるように，3次方程式の一般解（こちらも「カルダーノ
の公式」として17世紀数学研究者には普及していた）を公式として提示するが，むしろ
具体的な幾何学上の問題を解くことに重心が置かれている．そして第1巻同様，方程式の
実根に線分表示（視覚化）を与える方法が強調される（直線と円のみならず，他の円錐曲
線が利用される），この点で，デカルトの姿勢は，現代の抽象代数学に親しんだ者からす
ると中途半端に見える可能性もある．実在する量と異なる方程式の根を数学的対象として
どのように正当化し，組み入れていくか．この1637年の論考「幾何学」で，デカルトは
そうした考察を試みようとしない．ただ，この「幾何学」にあまり多くの読み込みをする
ことは禁物である．この著作名が「幾何学」であることは忘れてはならない，デカルトは，
図形的な根拠づけにあくまでもこだわりを持っているからである．
　「幾何学」第3巻後半の議論は，立体的な問題に対する方程式の根の線分表示を問題と
している．第1巻と第3巻，両者の議論を関連づけると以下の表2のように図式化できる
だろう．表2の左側のたての流れが第1巻の議論であり，右側の流れが第3巻の議論の進
み方である．同時に右側の流れは，途中で右側へと帰着されていくケースもある．デカル
トは，未知量が3次元を超える場合でも2次方程式に帰着される場合を次のようにあげて
3s
k〕内の補足は引用者による。　Ibid．，p．453f，邦訳，59頁．
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表2　「幾何学」第1巻と第3巻における議論の流れ
基本演算（＋，一，×，÷，ぜ一の開平）
と線分の作図との対応
3次，4次方程式の根（真根，偽根，虚根）について
「符号法則」
方程式の第2項の除去
係数の有理化
「平面的な問題」（＝2次方程式に帰着）←－1）　3次方程式→2次方程式に帰着
→円と直線によって（定規とコンパスを　　　　　4次方程式→3次方程式→2次方程式に帰着
　用いて）解を線分表示
ノ＝±pz±qに帰着
円と直線と円錐曲線を通じて解を線分表示
いる．与えられた方程式を6）の技法によって整理した後，方程式
ア6－81ソ4－124ア2－64；0 （6）
を考える．この場合，定数項64の約数1，2，4，8，16，32，64をもとに，2項式y2－1，アL2，
ア2＋2，ア2＋4，…でこの（6）の左辺を割っていく，実際，y2－16で割り切れる（y6－8y‘－124
ア2－64＝（ア2－16）（ア4＋8y2＋4））．あらたにy4＋8y2＋4＝0が得られるが，これはy＝yとす
ると2次方程式y2＋8γ＋4＝0に帰着する．こうした割り切る2次式を見いだすことがで
きないときが，「立体的な問題」となる．デカルトはその場合，「それでも円と直線しか使
わないで問題を作図しようと努めるのは，円しか必要としない問題を作図するために円錐
曲線を使うのと劣らず誤りである」とする．32
　では立体的な問題はどのような具体的な場面で生じるのか．例えば，2個の比例中項を
求めるときが該当する。すなわち，aとgを与えられた量とするとき，　a：z＝z：ノ＝
f：gを満たすzを求めるならば，z3　＝　agを解かなくてはならない．こうした3次方程式
の処理が必要となるときはどうするのか．「幾何学」はまず，より一般的な場合を考え本
稿の冒頭に掲げた技法5），すなわち方程式の2番目に次数が高い項を取り除く，すなわ
ちx3＋〆＋q・＋r－・に対して・・－z一 ?ﾆ置換することを行う・そして帰着される以下
の方程式，
f＝＝±pz±9 （7）
を考える．この方程式（7）に対して，デカルトはP，qの前の符号がともにマイナスになる
32
Pbid．，p．454－457，邦訳，59ff頁．
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場合を除いて，三つの一般解を以下のように示している（デカルトのテキストの表記にも
とつく．＊は欠項を示す）．
zコー・－ o・＋q－・一・＋
獅早{去9・＋t，　P・　一・一去9＋量＋か　（8）
z3－・＋pz＋9－・一・＋
氏E＋t・・一÷P3＋・＋去・一去q2一量，P3（・）
z・　＝＝・＋・pz－q－・一・ 獅早{量一掘＋・tq一静一歩グ　（1・）
（・）については・立方根中の平方根で（去9）2＞（÷P）3の場合に限定して・・る・また（1・）
は，本来ならば絶対値が付くべきである．33デカルトはあえて第2の式と形を揃えている．
　注目すべきことは，やはり根の線分表示である．デカルトはそれに拘っている．ただし
2次方程式のように直線と円の組み合わせでは，上記の実根を線分の長さとして作図でき
ない．そこでデカルトは円錐曲線（円，楕円，放物線，双曲線）の組み合わせから表示を
試みる．具体例として角の3等分に由来する方程式，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　z3＝3z－q　　　　　　　　　　　　　　（11）
について確認しよう，いま，図7で弧？V2TPを3等
分する（すなわち角NOPを3等分する）ことを考え
る．1＞0＝1，弦NP＝g，弦？＞g＝zとする．かつ9S
とTOは平行となるように引く．このとき二等辺三角
形△ON9，△NgR，△9Rsの相似より，
　　　　　ノ＞0：N9＝N9：9R＝2R：RS
となる．すなわち，1：z＝z：9Rから9R　＝z2．同様
にRS　＝・　z3である．するとNP＝　3N9－RSから方程式
（11）が得られる．この方程式（11）の解は，解の公式と
して先に掲げた（10）が適用される場合である（p＝3
の場合）．このとき図8にあるように，放物me　FA　Gを 図7　角の3等分と3次方程式
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�ｮ（9）でgの代わりに一qとするとわかる．
・一・一 ?E＋ヤナ〆・・一去ザ÷ゲー歩グ
一一・ 氏E一÷ゲーか一去・＋
ユ　　　ユ
　ヱ　　　　　　　1
uz’ザ万ρ
となるからである．
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描き，（「主通径」と称される）放物線のパラ
・一ターの半分としてα一去・さらに
CD一
?ﾆ設定する・かつ垂概一去・をと
り，Eを中心として・樋る円FAgG（半径
・ウ）を描く・すると，（Aを除く）円
と放物線の交点F，g，　Gから得られる線分
GK，　gk，　FLが3次方程式の根と対応する．デ
カルトの説明によれば，三つの線分GK，　gk，
FLのうち線分GK，　gkが真根に，線分FLが
偽根になる．そしてこの問題の求める長さ，
図8　3次方程式の実根の線分表示
図7のN9としてはgkをとる．　GKはノ＞V，すなわち弧NVPの3等分を表す量だからであ
る．M
　以上「幾何学」第1巻，第3巻の例を見ることからわかるように，デカルトはまず記号
代数の基本を定める，そして幾何学的問題から派生する方程式の根をどのように線分とし
て「目に見えるようにするか」を解決する．途中，方程式に係わる一般論も展開されるが，
あくまで最終目標に向けて補助的な役割を担うだけである．くり返すが，この1637年の
著作のタイトルが「代数学」ではなく，「幾何学」であることは注意されるべきである．
だがデカルトが示したかったのは，「問題解決の方法」であって，ユークリッド『原論』
に代表される公理的体系を提示することではない．いわゆる「符号法則」に対しても例を
挙げるにとどまっている。解決すべき問題を片付けるのに必要な考察を行うことに主眼が
ある以上，デカルト自身が考案した方法論の持つ理論的可能性にまで目が行き届かなかっ
たかもしれない．量を線分表示することから「幾何学」は始まった．そしてあくまで方程
式の実根を一次元的に示すこと以上には進まない．したがって作図可能性と方程式の根と
して認容できる範囲とが一致する．しかし方程式の根を記号によって表現することで，そ
の「目に見える」対応から分離していく方向に進展の余地があった．数学的論証は，明証
暫Descartes　1996］，VI，pp．470－474，邦訳［デカルト2001］，71－74頁．現代的な設定の下で一連の作業は，次のよ
うに了解できる．放物線の頂点Aを座標軸の原点にとり，放物線の対称軸をy軸に見立てる．このとき，
　　　　　　　　　　　　　　　放物線の方程式：ン＝－if，
　　　　　　　　　　　円の方程式・（・＋÷q）2＋（・＋・）2－（・＋÷の2
となる．この両者から，アを消去すると，zL　3～＋qz＝0，すなわち方程式（ll），　e＝3z－qを得る．なおこの
（11）で，解と係数の関係から，
　　　　　　　　　　　　　　　　FL＝一（ル脅V十NV）
より，線分FLが偽根になる．
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性を備えることで説得力を持つ。一方でその対象の存在性についての根拠をどのように考
えるか，それはまた別の議論である．デカルトが考案した記号代数は数学的対象の存在を
了解することに新たな可能性を生み出そうとしていた．デカルト自身がそのことに気づい
ていたようにも見える．35特に3次方程式において，根の公式を通じて虚根という線分表
示不能なものが介入する．にもかかわらず結果的に実根が得られるという現象が生じる．
これを正当化するためには，デカルトの観点と異なる発想が不可欠である．デカルトの
「幾何学」を本格的に学んだライプニッッが感じた不満を推測するならば，以上の事柄と
重なるはずである．デカルトが必ずしも拡げられなかった可能性に，ライプニッッはいち
早く気づいた．ライプニッツはさらにデカルトの限界を見定め，数学に新たな展開をもた
らそうと試みたのである．36
　デカルトは煩雑な記号表現を洗練させ，量の次元からの解放によって代数に新境地をも
たらした．デカルトはその方法論において革新的だが，実際の「幾何学」の内容は，案外
「保守的」なようにも見える．今回の講義は，「幾何学」を取り上げた．おなじ著作の中に
示されている作図，曲線の構成に関してユークリッド『原論』中の平面幾何学の理論的枠
組みの延長線上にあるものとして位置づける向きもある．37ただそれは現代の観点から陥
りやすいアナクロニズムかもしれない．デカルトの貢献に過剰に何もかも読み込むことは
禁物だろう．われわれの分析はデカルトの数学研究のうち，「幾何学」にほとんど限定し，
しかもその方程式論の内容に限定した．彼の数学研究は他のテーマも持っていた．「幾何
学」の中にも，曲線への接線，法線問題の処理が記されている（第2巻）．38ただ，その
暫方法序説」第4部で，デカルトは神の存在と関連づけて次のように述べている．
私の理解していたところでは，それ〔幾何学者が対象としているもの〕は一つの連続した物体である．す
なわち，長さと幅と高さ，あるいは深さにおいて限りなく延長した一つの空間であり，様々な形と大きさ
を持ち得る，様々な形に分割可能であり，あらゆる仕方で動かされ置き換えられるものである。〔中略〕す
べての人がこれらの証明に帰属させるあの大きな確実性は，私が先ほど述べた規則にしたがって明証的に
理解される，ということにのみ基づいていることに私は気がついていた．だが，同時にまた，その証明に
おいてはその対象の存在を私に保証するものは，まったく何もないことに私は気がついていた．というの
は，例えば一つの三角形を想定した場合，その三つの角の和は2直角に等しくなければならないことを私
はよく見てとったが，しかしだからといって世界のうちに何らかの三角形が存在することを私に保証する
ものは，何も見当たらなかったからである（〔〕内は引用者による補足）．
このコメントは方程式論を見据えていたかは不明である。ただ数学的対象の存在と証明の確実性や明証性が異
なるレヴェルでとらえられていることが興味深い．Jbid．，　p．36，邦訳［デカルト2010］，61f頁．
ss 宴Cプニッツがデカルトの「幾何学」に対してい抱いた批判とライプニッツ自身による方程式論については，
［林2009b］参照．
17 mBos　2001］がデカルトを通じて生じた変化を強調するのに対して，［Panza　2011］はその説を受け入れつつも，
理論上の「厳密さ」（exactness）をどう設定するかという観点から，デカルト「幾何学」が持つ学問的保守性の
部分にも着目する．
’s mDescartes　1996］，　VI，pp．413－423，邦訳［デカルト2001］，32－38頁．ある曲線の接線，あるいは法線を考える作
業は，直接微分学の確立につながるテーマである．デカルト自身による問題解決の方法と（［Maronne　2010］は
参考になる），後進が引き継いで進展させていった事柄については，また日を改めて論じることにしたい．
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対象となる曲線は代数曲線に限られる．古代ギリシア人も研究した螺線や円積線は排除さ
れる．39その一方で，著作として形にはならなかったが，書簡を通じてデカルトが対数曲
線などの超越曲線への関心を持ったことも確認できる凶
4　まとめ（ヴィエト，デカルトの方程式論と代数的思考様式）
　デカルトの「幾何学」は，通常数学史研究において，記号代数の手法を確立した著作と
しての評価は定まっているように見える．それ自体はあえて覆すには及ばない，ただ，デ
カルトの著作が刊行にされる以前の16世紀から，ヴィエト等によって記号代数は徐々に
発展していた（3．1節参照）．方程式記述のために必要な記号の導入（等号あるいは不等号，
未知量・既知量の表記，累乗の表記）という観点から見ても様々な試行錯誤がくり返され
ていた．またデカルトの同時代にもデカルトとは独立にその領域に貢献する人々もいた．
例えばイギリスにおける代数学の進展を見逃すことはできない（ハリオット，オートリッ
ド，ウォリス，ニュートン等がその担い手である）．4且しかしわれわれが，ヴィエト，デ
カルトの著作の歴史的意義をことさらに強調するのは理由がある．単により洗練された記
号を導入することにのみに関心がとどまっていないからである．彼らの数学の意義はもっ
と違った次元に存する．導入された記号を用いて方程式を解くことに対し，従来ない一般
的考察が加えられている．つまり，数学上の問題の立て方に変化が生じたのである．新た
な問題設定，すなわち個々の問題の中に横たわるある種のメタ・レヴェルの問題，例えば，
方程式を通じて解析概念を変えたことや構造的な問題（方程式の根の種類と存在条件に関
する考察）をも視野に入れるようになった．もちろん方程式を解くための技術的側面の開
発も行われた（補助方程式の導入などによって方程式の次数を下げることなど）。ただそ
れだけでないより広い思考一般の形式的変化にも寄与するところがあったと捉えることが
できる．数学史家マホーニィが「代数的思考様式」と称した，この時代の思想史的変革で
ある．
　ここで繰り返し掲げてきた「代数的思考様式」について述べることにしよう．数学史家
マホーニィは，17世紀中に起きた数学的業績の中でもっとも重要な側面は，
幾何学的思考様式から代数的思考様式への移行
39
Pbid．，p．390，邦訳，17頁。
mu
h・ボーヌの問題と称される対数曲線への接線問題，あるいは対数らせんの問題が代表例である．メルセンヌ
宛書簡（1638年9月12日付），1645年6月（？）書簡（宛先不明）にデカルトの記述がある．［Descartes　l　996］，
H，P．360，　IV，　PP，229£これらの問題についての分析は，［Vuillemin　I　987］，PP．13－25，35－55を参照．
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P7世紀イングランドにおいて記号代数は，大陸側の展開とは独立して発展していた．その意味で，記号代数と
それに結びついた方程式論は，同時代的における数学研究者の関心の的であったと言える．ハリオット，オー
トリッド等による独自の研究については，［Stedall　2002］参照．
34
であるとする．後者の具体的内容（特に17世紀において作り上げられた基本的特徴）は
次のとおりである．42
　1）真の演算的記号法を持った量の代数が見いだせること，
　2）諸量間の関係としての代数方程式の構造が調べられること，
　3）　物理的存在からの解放が見られること．
これらが備わったとき，思考の様式，スタイルとして確立したと位置づけられる．ヴィエ
ト，デカルトはその代表的な担い手だったことになる．ヴィエトの方程式論は，確かに1）
と2）の要素を含んでいる．またデカルトには全要素が揃っているのをわれわれはすでに
見た．以上の3点は，ギリシア数学の特性（＝幾何学的思考様式）と鮮明に対立する．す
なわち，古代ギリシアにおける数学の特徴は次の通りである．
　・ギリシア数学には記号が見い出せない
　・ギリシア数学の課題は，幾何学的な図形や単位の集成としての数に固有な性質を発見
　　することに限られる
　・ギリシア数学は物理的存在論に強く従属する
である．3番目の点については，三つの線を越える線の乗法が実際に想定されないことを
思い出せばよいだろう（［林2008］，［林2010］で見たユークリッド，アルキメデスが好
例）．古代ギリシアの成果に異なる内容が加わることで数学は研究の場を確実に広げてい
くことになる．17世紀ヨーロッパはまさに数学的革新の時代だった．‘3
　特にデカルトに関していま一度おさらいすると，「幾何学」において，1）についてはゴ
等の簡便な記号法を編み出した．さらに幾何学的描像を線分に一元化し，量を抽象化して
とらえ，代数的操作の対象とした．また2）については，個別の方程式の解法についてそ
のテクニックを述べてもいるが，方程式の根にかかわる一般論（符号法則）や方程式の次
数に応じて問題を類型化していた（問題の名称として平方的，立方的と名づける）．3）に
ついても，虚根が方程式から理論的に生じる可能性に言及している．これは自らが行う線
分による量の表示とは完全にかけ離れた対象である．ただしその線分表示こだわるがゆえ
に，3）については不十分なところに留まったようにも見える．デカルトの熱心な読者の一
人であった，ライプニッツが批判点として着眼したことは，デカルトの3）に関する不徹
底さである．17世紀前半に生じたこの記号代数の展開を受けて，同じ世紀の後半には曲
線への接線問題を皮切りに無限小解析（＝微分積分学）が新たな発展の領域の場になる．
ライプニッツは数学研究に取り組む以前から，他の学問分野の中で記号がもたらす可能性
一般について思いをめぐらせていた．そして彼なりにデカルトの成果を乗り越えようした
のだった．
42 kマホーニイ2007］，204－215頁．特に208頁．
43マホーニィは，代数的思考様式への移行が生み出された原因を数学内部にのみ求めるのではなく，広いコンテ
クストにおいて捉えようとする．16世紀の思想家ペトルス・ラムスの教育法，あるいは普遍記号法に注目して
いる．［マホーニィ2007］，215－227頁．
35
　冒頭に引用したプルーストは，代数の一つの本質を言い当てている．代数の論理の展開
は，ユークリッド『原論』の証明のように対話に根差したと考えられる議論構成に由来し
ていない．記号が表現する方程式を形式的に処理することを最大限に活かす方法論である．
プルーストが描くように「授業に出ていてもたいして分か」らなくとも，自分で「本を読
んでも簡単にわかる」のである．いわばダイアローグによって成立した学問からモノロー
グによっても成り立つ領域が生成されたともいえる．agまた記号代数と方程式論が整った
ことは，数学における問題設定のあり方にも変化をもたらしたのである．その意味で，代
数は単なる「気のふさぎを紛らわせてくれる」だけのものではない．デカルトが開いた道
をさらに進んでいくと，形式化・抽象化をより進めていくことになる．概念的に実在から
自由になることを存分に活用して，数学自体の応用の範囲を飛躍的に豊富にすることがで
きるのである．18世紀の数学者はその成果を堪能した．だがつねに「失われた直観的描
像を求めて」，数学は抽象から具象へと結びつきを取り戻そうとする．45こうした進展に
ついては，また機会を改めて論じたいと思う．
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